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1. はじめに 

電磁波問題への取り組みとしては，散乱体の形状や媒質

の物性に応じた個々の問題を微分方程式の境界値問題とし

て取り扱う方法が長い期間にわたり研究・開発されてきた

が，近年のコンピュータの飛躍的な発展に伴い，従来法で

は適応が困難であった問題について数値的に結果を得る方

法として有限要素法，モーメント法，FDTD 法などが開発・

改良されてきている．これらの方法を活用することにより

電磁界シミュレーションは実用的な段階に達している．本

稿では幾つかの電磁波解析の方法を取り上げて紹介する． 

電磁波問題では，対象とするモデルに対してマクスウェ

ルの方程式(1)と媒質の構成方程式(2) を適切な境界条件の

もとで解くことになる． 

∇ × 𝑬(𝒓, 𝑡) +
𝜕𝑩(𝒓, 𝑡)

𝜕𝑡
 = 0 (1a) 

∇ × 𝑯(𝑟, 𝑡 ) −
𝜕𝑫(𝒓, 𝑡)

𝜕𝑡
 = 𝑱(𝒓, 𝑡) (1b) 

∇ ⋅ 𝑫(𝒓, 𝑡) = 𝜌(𝒓, 𝑡) (1c) 

∇ ⋅ 𝑩(𝒓, 𝑡) = 0 (1d) 

𝑫(𝒓, 𝑡) = 𝜀𝑬(𝒓, 𝑡) (2a) 

𝑩(𝒓, 𝑡) = 𝜇𝑯(𝒓, 𝑡) (2b) 

𝑱(𝒓, 𝑡) = 𝜎𝑬(𝒓, 𝑡) (2c) 

ここで，𝒓 = (𝑥, 𝑦, 𝑧)と𝑡 は，それぞれ，空間の座標と時間

を表し， 

𝑬[V/m] 電界 𝑫[C/m2] 電束密度 

𝑯[A/m] 磁界 𝑩[Wb/m2] 磁束密度 

𝑱[A/m2] 電流密度 𝜌[C/m3] 電荷密度 

𝜀[F/m] 誘電率 𝜇[H/m] 透磁率 

𝜎[S/m] 導電率   

を表す．式(1a), (1b)はそれぞれ，ファラデーの法則，およ

び，アンペア・マクスウェルの法則を数式化したものであ

る．(1c), (1d)はガウスの電気力線（電束），および，磁力線

（磁束）の保存法則である． 

式(1), (2) を電界について整理すると，波動方程式 

∇2𝑬(𝒓, 𝑡) − 𝜇𝜀
𝜕2𝑬(𝒓, 𝑡)

𝜕𝑡2
= 𝜇

𝜕𝑱(𝒓, 𝑡)

𝜕𝑡
 (3) 

が得られる．式(3)を解くことで，電流を励振源とする電界

分布を知ることができる．多くの解析手法では電磁界の時

間変化はexp[𝑗𝜔𝑡] として 𝜕 𝜕𝑡⁄ → 𝑗𝜔  と置き換えて周波数

領域での問題に簡単化する．ここで，𝑗(= √−1)は虚数単位

を表す． 

 

2. 境界条件と放射条件および端点条件 

電磁波は波動であるから，異なる媒質の境界面で散乱，回

折が生じる．その際の界の連続性は方程式(1), (2)に対する

境界条件となる： 

連続条件： 媒質 1 の電磁界を𝑬1, 𝑯1，媒質 2 の電磁界を

𝑬1, 𝑯1と表すと，境界面上で 

𝒏 × (𝑬1 − 𝑬2) = 0 (4a) 

𝒏 × (𝑯1 −𝑯2) = 0 (4b) 

が成立する．ここで，は境界面での法線ベクトルである．

媒質 2 が完全導体の場合は，導体表面に面電流𝑱𝑠が生じ，

内部では電磁界が 0 となり，境界条件は次式になる． 

𝒏 × 𝑬1 = 0 (4a) 

𝒏 ×𝑯1 = 𝑱𝑠  (4b) 

放射条件  電磁界の成分の１つをΨと表すとき，波源や

障害物（散乱体）から十分遠方において 

lim
ｒ→∞

𝑟 (
𝜕Ψ

𝜕𝑟
+ 𝑗𝑘Ψ) = 0 (5) 

を満足する必要がある．式(4)はゾンマーフェルトの（外向）

放射条件として知られている．ここで，𝑘(= 𝜔√𝜇𝜀)は媒質の

伝搬定数と呼ばれている． 

端点条件  散乱体がエッジ(角)を持つとき，波動方程式

(3)の解が物理的に有効な電磁界であるには，エッジ近傍で

エネルギーが発散しないための端点条件 

∫ (𝜀|𝑬|2 + 𝜇|𝑯|2)𝑑𝑣 → 0
𝑉

 (6a) 

を満たす必要がある．2 次元エッジに対する端点条件を式

(1), (2)に適用すると電磁界のエッジに沿った成分は有界で

あるもののエッジと垂直な成分𝐸⊥, 𝐻⊥は式(6)のように発散

することが示されている[1]． 

𝐸⊥ = 𝑂(𝜌
−1+𝜏), 𝐻⊥ = 𝑂(𝜌

−1+𝜏)    𝜌 → 0  (6b) 

ここで，導体エッジの開き角がΩである場合，𝜏 =  𝜋/Ωと

表される．Ω = 2𝜋の knife-edge では電磁界のエッジと直交

する成分は𝑂(𝜌−1 2⁄ )で発散する． 

 半無限導体平板(開き角2𝜋 )に平面波が垂直に入射した場

合に導体板上に生じる電流分布を Fig.1 に示す．𝐽∥はエッジ

と平行な電流成分，𝐽⊥はエッジに垂直な電流成分を表す．

境界条件より𝐽∥ = 𝐻⊥, 𝐽⊥ = 𝐻∥である．  

Fig.1 の縦軸は導体板上の面電流密度[A/m]をエッジへ入

x/lambda 

J
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c
. 

J⊥ 
J∥ 

Fig.1 Current distributions on a half-sheet 
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射する磁界Hinc.[A/m]で規格化している．横軸はエッジから

の距離を波長で規格化した値である．𝐽∥, 𝐽⊥ともに，ほぼ，

波長と同じ周期で振動している．また，垂直成分𝐽⊥はエッ

ジで 0 になり，平行成分𝐽∥はエッジ近傍(0 < 𝑥 ≪ 𝜆)で発散

することがわかる．(𝜆: 波長) 

 

3. 固有関数による展開 

波動方程式(3)が変数分離可能な座標系と一致する形状の

散乱体や導波路に対しては固有関数(モード関数)による展

開が有効である．直交座標系(Cartesian coordinate system)で

は三角関数および指数関数，円筒座標系ではベッセル関数，

ノイマン関数，ハンケル関数，三角間関数および指数関数，

球座標系ではルジャンドル関数，球ベッセル関数，三角関

数が固有関数となる． 

 線電流源と円筒導体[2] 

半径𝑎の円筒導体に対し

て，中心軸を𝑧軸とする円

筒座標系(𝜌, 𝜑, 𝑧)を Fig.3

のように設定する．𝜌 =

𝑑, 𝜑 = 0に𝑧軸と平行に置

かれた𝑧軸方向に一様な

電流源𝐼0からの放射界を

求める．このために，空間

を 

領域 1： 𝑎 < 𝜌 < 𝑑  

領域 2： 𝜌 > 𝑑 

に分けると，それぞれの

領域で，円筒座標系での波動方程式の解を用いて電磁界を

次のように展開することができる． 

𝐸𝑧(𝜌, 𝜑 ) = ∑{𝐴𝑛𝐽𝑛(𝑘𝜌) + 𝐵𝑛𝐻𝑛
(2)
(𝑘𝜌)} cos 𝑛𝜑

∞

𝑛=0

 (𝑎 ≤ 𝜌 < 𝑑) (7a) 

 = ∑𝐶𝑛𝐻𝑛
(2)(𝑘𝜌) cos 𝑛𝜑

∞

𝑛=0

 (𝜌 > 𝑑) (7b) 

𝐻𝜑(𝜌, 𝜑) =
1

𝑗𝜔𝜇

𝜕𝐸𝑧(𝜌, 𝜑)

𝜕𝜌
  (7c) 

ここで，𝐴𝑛 , 𝐵𝑛 , 𝐶𝑛は展開係数であり，境界条件により決定

される．なお，𝐽𝑛(𝑘𝜌), 𝐻𝑛
(2)(𝑘𝜌)は，それぞれ，𝑘𝜌を引数とす

る n 次のベッセル関数，および，n 次の第 2 種ハンケル関

数と呼ばれる波動方程式を満足する関数である． 

円筒導体表面(𝜌 = 𝑎)では電界の接線成分は 0 であるから，

式(7a)より直ちに，𝐵𝑛 = −{𝐽𝑛(𝑘𝑎) 𝐻𝑛
(2)
(𝑘𝑎)⁄ }𝐴𝑛が求まる． 

領域 1 と 2 の境界(𝜌 = 𝑑)では，電流源が存在する分だけ

の不連続が磁界に生じる： 

∑{𝐻𝜑(𝑑 + 0) − 𝐻𝜑(𝑑 − 0)} cos 𝑛𝜑

∞

𝑛=0

=
𝐼0
𝑑
𝛿(𝜑) (8) 

ここで，𝛿(𝜑)はディラックのデルタ関数である．式(8)の両

辺にcos 𝑛𝜑を掛けて−𝜋 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋で定積分すると，三角関数

の直交性 

〈cos 𝑛𝜑 , cos𝑚𝜑〉 = ∫ cos 𝑛𝜑 cos𝑚𝜑  𝑑𝜑
𝜋

−𝜋

  

 = {
2𝜋, 𝑛 = 𝑚 = 0
𝜋, 𝑛 = 𝑚 ≠ 0
0, 𝑛 ≠ 𝑚

 (9) 

を利用して展開係数に対する条件式が得られる．𝜌 = 𝑑での

電界𝐸𝑧(𝑑 ± 0,𝜑)の連続条件とあわせて展開係数を決定す

ることができる．次式に結果のみを示す． 

𝐸𝑧(𝜌, 𝜑) =
1

4
𝜔𝜇𝐼0∑𝜖𝑛 {𝐽𝑛(𝑘𝜌<) −

𝐽𝑛(𝑘𝑎)

𝐻𝑛
(2)(𝑘𝑎)

𝐻𝑛
(2)(𝑘𝜌<)}

∞

𝑛=0

 

 × 𝐻𝑛
(2)(𝑘𝜌>) cos 𝑛𝜑 (10a) 

 =
1

4
𝜔𝜇𝐼0 {𝐻0

(2) (𝑘√𝜌2 + 𝑑2 − 2𝑑𝜌 cos𝜑)  

 −∑𝜖𝑛
𝐽𝑛(𝑘𝑎)

𝐻𝑛
(2)(𝑘𝑎)

∞

𝑛=0

𝐻𝑛
(2)(𝑘𝑑)𝐻𝑛

(2)(𝑘𝜌) cos 𝑛𝜑} (10b) 

ただし，𝜌と d の大きい方と𝜌>，小さい方を𝜌<と表記して

いる．また，𝜖𝑛 = 1 (𝑛 = 0),= 2 (𝑛 > 0)を表す．式(10a)右

辺第 1 項は円筒導体と無関係であり．観測点(𝜌, 𝜑)と波源

の距離に依存することから波源からの直接の放射波を表

し，右辺第 2 項は円筒による散乱界を表す． 

  

 二分岐導波路[3] 

次に図 3 に示

す二分岐平行平

板導波路による

基本モードの伝

送に伴う電磁界

分布のモード整

合を例示す．𝑦 =

0と 𝑦 = 𝑎の x-z

平面に置かれた

2 枚の無限導体

平板に挟まれた空間に，y=b, x>0に半無限導体平板が置か

れている．図の左から x 軸に沿って正方向に入射した電磁

波が x=0 で 0<y<b と b<y<a の 2 領域に分岐して伝搬し，一

部は x の負方向へ反射する．入射する電磁波は電界が z 成

分のみを持ち次式で表される z 方向に一様な基本モードと

する． 

𝐸𝑧
inc.(𝑥, 𝑦) = 𝐸0𝑒

−𝑗𝛽𝑎1𝑥 sin
𝜋

𝑎
𝑦 (11) 

z 軸方向には一様で変化がないことから各領域での電磁

界は，波動方程式の解を用いて次のように展開することが

できる． 

𝐸𝑧(𝑥, 𝑦) = 𝐸0𝑒
−𝑗𝛽1𝑥 sin

𝜋

𝑎
𝑦 +∑𝐴𝑛𝑒

𝑗𝛽𝑎𝑛𝑥 sin
𝑛𝜋

𝑎
𝑦 ,

∞

𝑛=1

 
𝑥 < 0, 

0 < 𝑦 < 𝑎 
(12a) 

 =∑𝐵𝑛𝑒
−𝑗𝛽𝑏𝑛𝑥 sin

𝑛𝜋

𝑏
𝑦 ,

∞

𝑛=1

 
𝑥 > 0, 

0 < 𝑦 < 𝑏 
(12b) 

 =∑𝐶𝑛𝑒
−𝑗𝛽𝑐𝑛𝑥 sin

𝑛𝜋

𝑐
(𝑎 − 𝑦) ,

∞

𝑛=1

 
𝑥 > 0, 

𝑏 < 𝑦 < 𝑎 
(12c) 

𝐻𝑦(𝑥, 𝑦) =
1

𝑗𝜔𝜇

𝜕𝐸𝑧(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
  (12d) 

ここで，𝐴𝑛 , 𝐵𝑛, 𝐶𝑛 は各領域でのモード関数（波動方程式

の解）の展開係数であり， 

𝛽𝑝𝑛 = √𝑘2 − (
𝑛𝜋

𝑝
)
2

, 𝑝 = 𝑎, 𝑏, 𝑐 (13) 

は，それぞれの領域での各モード（姿態）の伝送方向(x 方

向)の位相変化を表す． 
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分割した領域の境界面(𝑥 = 0 )で電磁界が連続になるよう

展開係数を決定する．𝑥 = 0における電界𝐸𝑧の連続条件 

𝐸0 sin
𝜋

𝑎
𝑦 +∑𝐴𝑛

∞

𝑛=1

sin
𝑛𝜋

𝑎
𝑦 =

{
 
 

 
 ∑𝐵𝑛

∞

𝑛=1

sin
𝑛𝜋

𝑏
𝑦 0 < 𝑦 < 𝑏

∑𝐶𝑛

∞

𝑛=1

sin
𝑛𝜋

𝑐
(𝑎 − 𝑦) 𝑏 < 𝑦 < 𝑎

 (14) 

の両辺にsin(𝑚𝜋𝑦 𝑏⁄ )を掛けて0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏で定積分すれば 

𝐵𝑚 = 〈
𝑚

𝑏
,
1

𝑎
〉 𝐸0 +∑〈

𝑚

𝑏
,
𝑛

𝑎
〉𝐴𝑛

∞

𝑛=1

 𝑚 = 1,2,3,⋯ (15) 

が得られる．ここで， 

〈
𝑚

𝑏
,
𝑛

𝑎
〉 =

𝑏

2
∫ sin (

𝑚𝜋

𝑏
𝑦) sin (

𝑛𝜋

𝑎
𝑦)𝑑𝑦

𝑏

0

 (16) 

である．同様に， 𝑏 ≤ 𝑦 ≤ 𝑎で定積分することで，𝐶𝑚を{𝐴𝑛}

の線形和で表すことができる．  

磁界𝐻𝑦の連続条件からも同様の操作により，𝐵𝑚 , 𝐶𝑚を

{𝐴𝑛} の線形和で表すことができる．これらから，𝐵𝑚 , 𝐶𝑚を

消去すると展開係数{𝐴𝑛}についてのマトリクス方程式が得

られる． 

さて，数値計算により展開係数を求める場合，係数を有限

個で打ち切る必要がある，𝐵𝑛を𝑛 = 1, 2, 3,⋯ ,𝑁𝑏 で打ち切っ

て消去すると，{𝐴𝑛}について𝑁𝑏個の一次方程式が得られる

また，𝐶𝑛を𝑁𝑐までで打ち切ると，𝑁𝑐個の方程式が得られる

ので𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, ⋯ , 𝐴𝑁𝑏+𝑁𝑐 についてのマトリクス方程式とし

て数値的に解くことができるが，打ち切り項数(𝑁𝑏 , 𝑁𝑐)の選

び方に自由度が生じる． 

打ち切り項数の比 

𝑟 =
𝑁𝑐
𝑁𝑏

 (17) 

をパラメ

ー タ と し

て，数値計

算による結

果をFig.4に

示 す ． 𝑏 =

0.95𝜆, 𝑐 =

0.55𝜆の場合

について，

展 開 係 数

|𝐴𝑛|の値を

対数目盛で

プロットし

ている．導波路幅の比とほぼ等しい𝑟 = 0.58(= 𝑐 𝑏⁄ )の場合

（+）と比較して𝑟 = 1の場合(・)は|𝐴𝑛| の収束が遅く不安定

であることがわかる．𝑟 = 0.50の場合はエッジ近傍での電界

𝐸𝑧(−0, 𝑏)が端点条件を満足していないことが確かめられる．

このように，エッジが含まれる電磁界の解析では解の収束

に注意する必要がある． 

 

4. 高周波近似解法[4],[5],[6] 

対象とする散乱体のサイズに比べて波長が短くなると電

磁波は直進性，反射，屈折，回折の局所性など光の持つ rey

としての性質を顕著に示すようになる． 

現象の局所性に着目し，散乱体の局所形状に適合する散

乱・回折電磁波を先に述べた固有関数などによる電磁界で

表現することで，複雑な形状に対する電磁波問題を解決す

ることができる． 

局所形状を表現するものとしては，半無限平板によるエ

ッジ回折，円筒や球による回り込みなどがある．基本形状

の散乱体による電磁波問題は規範問題と呼ばれている． 

 

Fig.6に示す半無限導体平板による電磁界問題ではエッジ

に沿った方向のフーリエ変換により得られた解の逆変換積

分に高周波近似を適用し，反射界，エッジ回折界を取り出

す．近似の違いにより幾何光学的回折理論 (GTD, 

Geometrical Theory of Diffraction), UTD(Uniform Theory of 

Diffraction), 等価端部電磁流源法 (Equivalent Edge Current 

Method)などが提案されている．円筒問題では，式(10b)右辺

第 2 項の無限級数を複素積分に変換した後，分母の零点ま

わりの留数計算を高周波近似して creeping wave と呼ばれ

る滑らかな曲面に沿って回り込む放射モードが導出されて

いる． 

これらを組み合わせて幾何学的に電磁界を構成する際に

キルヒホッフの回折積分式 (Fresnel–Kirchhoff diffraction 

formula)，あるいは，グリーン定理が有用である[7]． 

与えられた解析領域内部に電流源𝑱と散乱体 V が置かれ

たときの電界𝐸および磁界𝐻を求める問題を考える．解析領

域から電流源と散乱体を取り除いて，領域内の任意の場所

に単位強さの微小電流源1を置いたときの電磁界分布を𝒆, 𝒉

と表す．このとき，マクスウェルの方程式とベクトル解析

の公式より，次の関係式が成立する． 

𝑬(𝒓) ⋅ 𝟏 = 𝒆(𝒓, 𝒓0) ⋅ 𝑱(𝒓0)  

 +∬ {𝒆(𝒓, 𝒓′) × 𝑯(𝒓′) + 𝒉(𝒓, 𝒓′) × 𝑬(𝒓′)}𝑛
𝑆

𝑑𝑆′ (18a) 

これはグリーンの定理と呼ばれている．ここで，積分は散

乱体表面 S での面積分であり，n は面 S での外側を向いた

法線成分を表す．電磁界𝑒(𝑟, 𝑟′), ℎ(𝑟, 𝑟′)はグリーン関数と呼

ばれていて．微小電流源1の向きにも依存するので，グリー

ン関数はテンソル量である． 

特に，散乱体が完全導体である場合は，境界条件より散乱

体表面で電界の接線成分は 0 であり，磁界の接線成分は表

面電流を用いて表すことができるので，次式が得られる． 

𝑬(𝒓) ⋅ 𝟏 = 𝒆(𝒓, 𝒓0) ⋅ 𝑱(𝒓0) −∬ 𝒆(𝒓, 𝒓′) ⋅ 𝑱(𝒓′)
𝑆

𝑑𝑆′ (18b) 

式(18b)より，解析領域内の電

界は，電流波源からの放射界（右

辺第 1 項）と散乱体表面に生じ

る誘導電流からの再放射界（右

辺第 2 項）との和で表されるこ

とがわかる．散乱体のサイズや

波源，観測点からの距離に比べ

て波長が十分に短い場合，電磁

界は伝搬による位相の遅れと残

りの部分に分けて表現すること

ができる．Fig.7 に示すような散

Fig.6 Diffraction by 

a half-sheet Fig.5 scatter and ray-path 

 

Fig.7  Ray-path for  

diffracted waves 

𝑅1 

𝑅2 

Fig.4  Intensity of the expansion 

coefficients |𝐴𝑛| 

r=1 

r=0.58 

n 
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乱体に対して，式(18b)右辺第 2 項は，被積分関数部分を電

磁波の行路長による位相の遅れを分けて式(19)に書き換え

ることができる． 

 ∬ 𝒆𝒂(𝒓, 𝒓′)𝑒
−𝑗𝑘𝑅2 ⋅ 𝑱𝒂(𝒓

′)𝑒−𝑗𝑘𝑅1
Γ

𝑑𝑆′  

 =∬ 𝒆𝒂(𝒓, 𝒓′) ⋅ 𝑱𝒂(𝒓
′)𝑒−𝑗𝑘(𝑅1+𝑅2)

Γ

𝑑𝑆′ (19) 

散乱体表面Γでの行路長の違いに伴う式(19)の被積分関数

の様子を Fig.8 に示す． 

 

電界は Fig.8 を定積分して得られるが，行路長の変化が穏

やかになる P 点付近を除いて，ほとんどの区間で激しく振

動しており，積分値は 0 に近い値になる．このため，積分

値は，ほぼ P 点付近での値で決まる．これは P を反射点と

する反射波に対応する．この他には，僅かではあるが，積

分領域の端 a, b 点近傍での値が積分値に影響する．この端

部での積分がエッジ回折界に相当する． 

 

5. FILT(高速逆ラプラス変換)法[8] 

周波数領域において単位大きさの励振源から生じる電界

を𝐸(𝑟;𝜔)と表すと，励振源をパルス信号𝑓(𝑡)としたときの

電界の時間応答のラプラス変換は𝑬(𝑟, −𝑗𝑠)𝐹(𝑠)と表される．

ここで，𝐹(𝑠)は𝑓(𝑡) のラプラス変換 

 𝐹(𝑠) = 𝐿[𝑓(𝑡)] = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0

 (20) 

である．𝑬(𝑟, −𝑗𝑠)𝐹(𝑠)を逆ラプラス変換することで，電界の

時間応答を求めることができる．つまり，周波数領域での

電界において𝑗𝜔 → 𝑠と置き換えたものを伝達関数として時

間応答を求めることができる．逆変換により時間応答を求

めようとするとき，多くの場合では，𝑠 の有理式に対する

逆変換公式が利用さるが，電磁界の伝達関数は平方根など

の無理関数を含む場合が一般的であり，逆変換公式にのみ

頼った逆変換が不可能である．このため，数値計算が用い

られる．  

FILT(Fast Inversion of Laplace Transform, 高速逆ラプラス

変換)法は，𝑌(𝑠)の逆ラプラス変換 

 𝑦(𝑡) =
1

2𝜋𝑗
∫ 𝑌(𝑠)𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠
𝑐+𝑗∞

𝑐−𝑗∞

 (21) 

を直接に数値計算するのではなく，適当な正定数𝑎を定めて，

次の近似式を数値計算すことで．𝑦(𝑡)の近似値を求める． 

𝑦̅(𝑡) = 𝑦(𝑡) + 𝑒−2𝑎𝑦(3𝑡) + 𝑒−4𝑎𝑦(5𝑡)𝑒−6𝑎𝑦(7𝑡) +⋯ (22a) 

 =
1

2𝜋𝑗
∫ ∑𝑒−2𝑛𝑎𝑌(𝑠)𝑒(2𝑛+1)𝑠𝑡𝑑𝑠

∞

𝑛=0

𝑐+𝑗∞

𝑐−𝑗∞

  

 =
1

2𝜋𝑗
∫ 𝑌(𝑠)𝑒𝑠𝑡 {∑ 𝑒−2𝑛(𝑎−𝑠𝑡)

∞

𝑛=0

} 𝑑𝑠
𝑐+𝑗∞

𝑐−𝑗∞

  

と変形できる．Re[𝑠] < 𝑎 𝑡⁄ において右辺の無限級数は収束

して， 

𝑦̅(𝑡) =
1

2𝜋𝑗
∫ 𝑌(𝑠)

𝑒𝑠𝑡

1 − 𝑒−2(𝑎−𝑠𝑡)
𝑑𝑠

𝑐+𝑗∞

𝑐−𝑗∞

  

さらに，𝑡 > 0であるから，𝑠 についての複素積分は右半平

面で閉じることができて，１位の極 

 𝑠 =
𝑎 + 𝑛𝜋𝑗

𝑡
, (𝑛 = 0,±1,±2,⋯ )  

での留数計算により次式が求まる． 

𝑦̅(𝑡) =
𝑒𝑎

2𝑡
∑ (−1)𝑛𝑌 (

𝑎 + 𝑛𝜋𝑗

𝑡
)

∞

𝑛=−∞

 (22b) 

同様に，近似式(22d)により数値計算することもできる． 

𝑦(𝑡) ≃ 𝑦(𝑡) − 𝑒−2𝑎𝑦(3𝑡) + 𝑒−4𝑎𝑦(5𝑡) − 𝑒−6𝑎𝑦(7𝑡) + ⋯ (22c) 

 

=
𝑗𝑒𝑎

2𝑡
∑(−1)𝑛 {𝑌 (

2𝑎 + (2𝑛 + 1)𝜋𝑗

2𝑡
)

∞

𝑛=0

− 𝑌 (
2𝑎 − (2𝑛 + 1)𝜋𝑗

2𝑡
)} 

(22d) 

励振源の時間変化が階段状である場合に，信号𝐹(𝑠)は 

𝐹(𝑠) = 𝑂(𝑠−1), |𝑠| ≫ 1 

であるため式(22b), (22d)中の無限級数は非常に収束が遅い，

このため FILT では交項級数の収束の加速法として知られ

ているオイラー変換(オイラーの総和法)が併用される． 

例として矩形導波管において，ガウシアンパルスにより

励振した電界の時間応答の計算結果を示す． 

励振電界は式(23a)とする．導波管の伝達関数𝐺(𝑠)は式

(23b)で表される．ここで，ℓ は励振源から観測点までの距

離，w は導波管幅，c は光速である． 

𝐸inc.(𝑥, 𝑡) = exp [− {4 (
𝑡

𝑇0
− 1)}

2

] 𝑒−(𝑡 𝑇0⁄ −5)2  sin
𝜋

𝑤
𝑥 (23a) 

𝐺(𝑠) = exp [−ℓ√(
𝑠

𝑐
)
2

+ (
𝜋

𝑤
)
2

] (23b) 

w=30[mm]，𝑇0 = 0.1 [nsec]としたときの 𝑥 = 𝑤 2⁄   での

FILT による数値計算結果を Fig.9 に示す．(a) は励振源での

ガウシアンパルス波形である．伝達関数式(23b)が周波数分

散性を持つため，観測点が励振源から離れるとパルス波形

が乱れる．なお，式(22)の計算に当たっては a=5 とした． 

 

 

Fig.8 Intensity of field reflected on the scatterer 

(b) ℓ = 60[𝑚𝑚] 

(d) ℓ = 180[𝑚𝑚] 

Fig.9 矩形導波管中でのガウシアンパルス時間応答 

(a) ℓ = 0（励振源） 

(c) ℓ = 120[𝑚𝑚] 
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6. モーメント法[4],[9],[10] 

固有関数を用いる解析手法は矩形，円筒，球などの形状に

限られ，汎用性に欠ける．任意形状の媒質や散乱体に適用

可能な周波数領域での電磁波問題の数値解法として有限要

素法(FEM, Boundary Element Method)と並んでモーメント法

(MoM, Method of Moment)が知られおり，汎用的な電磁界シ

ミュレーションに利用されている． 

モーメント法は境界要素法 (BEM, Boundary Element 

Method)とも呼ばれ，グリーンの定理に基づいた積分方程式

の数値解法である． 

散乱体が完全導体である場合，式(18b)より，解析領域内

の電界は，電流波源からの放射界（右辺第 1 項）と散乱体

表面に生じる誘導電流からの再放射界（右辺第 2 項）との

和で表される． 

ここで，観測点 𝑟を散乱体表面 S に取ると電界の接線成

分は 0 であるから，グリーン関数を解析的に求めることが

できれば，式(18b)は散乱体表面での電流を未知関数とする

積分方程式となる．散乱体表面 S を細分割し，その要素点

のまわりで区分的な関数（展開関数，基底関数）を用いて

展開して，試験関数と呼ばれる区分的な関数を掛けて積分

することで展開係数についての線形一次方程式（マトリク

ス方程式)を得る．数値計算によりマトリクス方程式を解く

ことで展開係数を求めて電流分布を得ることができる．解

の安定性から展開関数と重み関数には同じ区分的な関数が

用いられることがほとんどである（ガラーキン法）．なお，

電流分布の展開関数である区分的な関数を決定する際には

電荷の保存法則を考慮する必要がある． 

モーメント法で得られるマトリクスは密行列であるため，

マトリクス方程式を数値計算する際の計算量は要素点（展

開係数）の 3 乗に比例する．面積分を近似する要素点は分

割幅の 2 乗に逆比例することから，モーメント法での計算

量は分割幅の 5 行に逆比例する． 

一般的に，無限遠を含む開放領域での解析では，自由空間

でのグリーン関数が用いられる．また，導体板上の薄い誘

電体層表面に導線を配置するマイクロストリップ線路

(MSL)の解析では，十分に大きな完全導体で囲まれた立方

体空洞内部でのグリーン関数が用いられる[11]． 

 

7. FDTD(有限差分時間領域)法[10],[12],[13] 

FDTD 法(Finite-Difference Time-Domain Method, 有限差分

時間領域法)はこれまでに述べた解法と異なり直接に電磁

界の時間応答を求める数値解法である．(時間領域法)  

 FDTD 法では解析空間を格子状に細分割し，格子で区切

られた各セルの代表点での電磁界を用いてマクスウェルの

方程式を直接に差分近似する，このため，計算アルゴリズ

ムが単純であり，コンピュータによる並列計算に適した解

法である．さらに，特殊な関数の利用を必要とせず，損失

や誘電率，あるいは，透磁率を持つ任意形状の分散性や非

等方性の物質を含む問題に対しても適用可能である．また，

ある周波数帯域での特性を解析する際に，周波数領域での

解法では周波数を変えて計算を繰り返す必要があるのに対

して，FDTD 法は時間領域で解法であるから，時間応答を

一度計算すれば，離散フーリエ変換することで周波数特性

を得ることができる． 

式(1)から式(2)を用いて電束密度𝑫と磁束密度𝑩を消去し

たマクスウェルの方程式について，時間および空間での微

分を空間に多数配置された代表点での電界𝑬と磁界𝑯の差

分で近似する． 

時間差分 時間を𝑡 = 0, Δ𝑡, 2Δ𝑡, ⋯と一定の時間幅Δ𝑡で区切

り時間微分を中心差分により近似する．式(1a)第 2 項を𝑡 =

𝑛Δ𝑡での中心差分で近似すると 

 ∇ × 𝑬(𝒓, 𝑛𝛥𝑡)  

 +𝜇
𝑯(𝒓, (𝑛 +

1
2
)Δ𝑡) − 𝑯(𝒓, (𝑛 −

1
2
)Δ𝑡)

Δ𝑡
= 0  

となり，次式に変形できる． 

 𝑯𝑛+
1
2(𝒓) = 𝑯𝑛−

1
2(𝒓) −

Δ𝑡
𝜇
∇ × 𝑬𝑛(𝒓) (25a) 

ここで，簡単のために 

 𝑯𝑛±
1
2(𝒓) = 𝑯(𝒓, (n ±

1

2
)Δt) , 𝑬𝑛(𝒓) = 𝐸(𝑟, 𝑛Δ𝑡) 

と表記している． 

式(1b)については 𝑡 = (𝑛 + 1 2⁄ )Δ𝑡で差分近似する．無損

失(𝜎 = 0)の場合には上と同様にして次式が得られる． 

 𝑬𝑛+1(𝒓) = 𝑬𝑛(𝒓) +
Δ𝑡
𝜀
∇ × 𝑯𝑛+

1
2(𝒓) (25b) 

式(25a)を用いて，時間(𝑛 −
1

2
) Δ𝑡での磁界とnΔ𝑡での電界か

ら(𝑛 +
1

2
) Δ𝑡での磁界を算出することができる．また，式

(25b)からは時間𝑛Δ𝑡での電界と(𝑛 +
1

2
) Δ𝑡での電界から(𝑛 +

1)Δ𝑡での磁界を算出することができる．これを交互に繰り

返すこと時間的変化を求めることができる．𝑬0(𝒓) , 𝑯
1

2(𝒓)

を初期値とする電磁界の時間変化を 1 ステップ毎に時間を

追って数値計算にすることで時間応答が得られる． 

媒質が損失を持つ場合は 

𝜀
𝜕𝑬(𝒓, 𝑡)

𝜕𝑡
→  𝜀

𝜕𝑬(𝒓, 𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝜎𝑬(𝒓, 𝑡) 

と置き換えて導電率𝜎を考慮する必要がある．このときは 

 𝜎𝐸 (𝒓, (𝑛 +
1

2
)Δ𝑡) =

𝜎

2
{𝐸𝑛+1(𝑟) + 𝐸𝑛(𝑟)}  

と平均値を使用する．  

 

空間差分 xyz座標系の座標軸と

平行に解析空間を Yee 格子と呼

ばれる 3 次元格子で区切る．格子

で区切られた各立方体をセルと

呼び，セルの各辺および面中央に

電磁界成分の代表点を設定する

ことで電磁界の空間分布を離散

化する．（Fig.10） 

ベクトルの回転（∇ × 𝑬 , ∇ × 𝑯）

は空間座標での微分であるから，

隣り合う代表点での値の差分で

近似することができる． 

 

散乱体の表現法 解析空間を細

かく分割した各セルにその座標

位置での媒質の特性値である誘

電率𝜀，透磁率𝜇，導電率𝜎を持た

せ，隣り合うセルが接する面上で

電磁界の連続条件を適用する．し

たがって，散乱体の形状は立方体

をしたセルの集まりとして近似

することになる． 

 

Fig.10 Cells and 

field component 

Fig.11 

 FDTD modeling 
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CFL 条件(Courant-Friedrichs-Lewy Condition) シミュレ

ーションにおいて，時間ステップで進む波動の距離(速度×

時間幅)が空間の分割幅を超えると不安定な，現実の現象と

は異なる応答となり，ついには発散してしまうことが知ら

れている．空間の分割幅を細かくすると，それに応じて時

間分割幅も小さくする必要がある． 

 

分散性媒質の取り扱い 媒質定数が周波数に依存する分散

性媒質では，構成方程式式(2)が時間に関する微分方程式に

なる．この場合の開放として RC-FDTD（ Recursive 

Convolution FDTD)法が知られている． 

ドルーデ・モデルにより表現される分散性物質の場合を例

示すると，複素誘電率は 

𝜀 =
𝜔𝑝
2

𝑗𝜔(𝜈𝑐 + 𝑗𝜔)
𝜀0 (26a) 

と表される．ここで，𝜔𝑝 [rad/sec]はプラズマ角周波数，

𝜈𝑐[rad/sec]は衝突周波数，𝜀0は真空の誘電率である．このと

きの電界と電束密度の関係は  

𝑫 =
𝜀0

𝜔𝑝
2 {
𝜕2𝑬

𝜕𝑡2
+ 𝜈𝑐

𝜕𝑬

𝜕𝑡
} (26b) 

であり，マクスウェルの方程式(1)と式(26b)を連携して RD-

FDTD 法により時間応答の数値解を得ることがでる．この

他に，物質中の電子振動を古典力学で表現したローレンツ・

モデルや誘電緩和の説明に用いられるデバイ・モデルが利

用される． 

このように，FDTD 法では誘電率が周波数の有理式で表さ

れる場合の数値解析が可能であり，金属ナノ粒子によるプ

ラズモン共鳴など光領域での問題にも対応できる． 

Fig.12 は水(H20)中の中空銀(Ag)ナノ粒子の局所プラズモ

ン共振の FDTD 解析である[14]． 

Fig.12(a) に解析モデルを示す．解析領域のサイズを

150 × 150 × 2700[nm]とし 2.5[nm]の格子サイズで解析を行

っている．図(b)に示す銀ナノ粒子の誘電率にはドルーデモ

デルを用いている，周波数𝑓 =350～750[THz]の範囲でシミ

ュレーションを行ったデータのうち，図 (c), (d) に波長

545[nm]（𝑓 = 550[THz]）と 710[nm]（𝑓 = 423[THz]）の場

合の銀ナノ粒子周辺のエネルギー分布を図示する．照射す

る光の波長が 545[nm]で局所プラズモン共鳴が観測される．  

 

吸収境界条件 解析空間内の代表点での電磁界の値を保持

しつつ，それらの時間応答を数値的に求めることから，解

析領域を有限に留める必要がある．このため，解析領域の

外側に吸収境界と呼ばれる仮想の境界を置き，到来する電

磁波の反射をなく吸収させる必要がある．到来する電磁界

を平面波に近似して反射を抑制する方法や異方性を持つ仮

想的な損失媒質層で解析領域を囲むなど種々の方法が提案

されている．一般的には Mur の吸収境界条や PML(Perfectly 

Matched Layer)境界条件と呼ばれる方法が用いられる． 

 

8. まとめ 

電磁波問題の解決に使われるいくつかの方法について述

べた．境界要素法も電磁波問題の数値解析において有用な

手段であるが，電磁波以外の分野でも広く使われているこ

ともあり，今回は説明を省略した． 
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Fig. 12  Field intensity near the hollow Ag 
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